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Definitions and Convergence

On se donne une suite (a,), une expression de la forme

a +a t+ay+---+a, + -

est une série infinie. Le terme a, est dit terme général de la série.

La suite (s,) définie par: S1 = d

a; + az
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Si la suite_.des sommes partielles converge vers limite L, on dit que la série converge vers L et on écrit:

oo
amtatotato=>a, =1L
n=1
Si La série ne converge pas, on dit quelle diverge.

- Etudier la nature de la série Z 1
~— n(n+1)

Le terme général esta, = —+—— = — —
J "“nn+1) n n+l

La suite des sommes partielles est:

51 = G]ZI—%
so= ay+a=(1-3)+(3—3
et 8 e S

;n: tl]+G2+a3+"'+ﬂn:(1_25/}4‘(2]/_%/"‘)/%_/al,/)"""'—’_(flz/_#)

Mais lim s, =Ilim (1— ﬁ) = 1 La série est donc convergente.

N—o0 N—o0



Séries Géomeétrique

Une série géométrique est de la forme

(s &)
a+ar+ar*+- +ar 4 = ar!
n=1
Elle peut s’écrire aussi S gar.
Sir = 1, lan®™ somme partielle devient
ss =a+a(l) + a(1)?+ -+ + a(1)""! = na,
et la série diverge car: lim, o0, = *00
Si r # 1 lan®™ somme partielle devient
a(l — r")
Sp = ﬁr
si |l <1, r"—0sjin—00doncs,—a/(l = r)

Ir] > 1,onalr"| —oo etlasérie diverge.



Si|r| < 1, lasérie ggométriquea + ar + ar* + - -+ + ar"~! + - - - converge vers

a/(l = r):

lr| < 1.

Si|r| = 1, la série diverge.

Exemple

La série géométrique avec @ = 1/9 etir = 1/3 est

(1 w19
n=1 5) - I — (1/3) - E

1,1, 1. N1
ot TRt T 2




Test De Divergence

o0

Si 2, a, converge: glors d, — 0.
n=1

-

2 a, diverge si lllﬂgo ay Wexite pas ou si elle est non nulle.
H

n=1

si lim a, = 0. pas de conclusion.

TL—20




Exemple

(a) Z " diverge  car n> — 00,
n=l1

0o lim, ...a, # 0
(b) L : . diverge: car L j; l—-‘* 1.
I

=1

(© X (D" 'diverge car lim,oo(—=1)""" exsite pas.

n=1




Tests De Convergence

Dans cette partie, toutes les series sont a termes positifs

- Test de comparaison:

Soit ) ‘an, D_cn et > _d, sonttelles que

d, = a, = c, pourtoutn> N

(a) Si > _cn converge alors ) _a, converge
(b) Si >_d, diverge alors >_a, diverge




Exemple

2 ] I I I I
5 ++ 2+ 1+ -+ + + oo fim— e
3 7 2+V1 4+V2 8+ V3 M + \/n

Onignore les trois premiers termes mais le reste peut étre comparé a la somme:

So(1/29.

Ona:
=1+44141

1 1 1
1 + + + + o
2+V1 4+V2 8+ V3 2 4 8

Comme ) 2—1n est une série geometrique convergente (g = % < 1),

alors par comparaison, la série a gauche est convergente,

par consequent la série initiale est convergente




Test d’equivalence

.. a A
Si lim -~ =¢ >0, alors > a, et > b, ontla méme nature.

n—=00 bn

Exemple

gﬂ._l_(_l)n omn (l)n
4" 4+n oo 4" o 2
1 > ek
n
Comme Z(E) est convergente alors 4" L n

n=0

est convergente




On suppose que a, = f(n) avec f(x) est une fonction continue, positive et décroissante,

alors la série ) a, ala méme nature que j:o f(x)dx.

Exemple

Déterminer la nature de la série: 2 ne- "

Par le test intégrale, on a:

du _ |1 0 (1 1)_ 1
dx——/ ot _;}ILHQJ ¢ ]l_bli,ngo( 2 ob +2e)_2e'

u = x2. du = 2x dx

Comme l'intégrale est convergente alors la série converge aussi.



Remarque:

;- . ye s + A~ , .
La série de Riemann ) # et I'intéegrale j 1°° %dx ont la méme nature. On en déduit que:

n>1

La série de Riemann »_ an converge sip > 1

n>1
divergesip<1

Exemple

2 : = 1
n°+3n+95 n- 1
Ona Z B itntl Z: n3 n

n>1 n=>1 n->1

Comme Z % correpond a p = 1 alors cette série diverge et par conséquent la série

n2+3n+5 _
z : diverge.
n®+n+1

n=1



Soit la série a termes positifs ) “a,. On suppose que:

Alors: la série converge sip < 1

la série diverge sip > 1

pas de conclusionsi p = 1




Exemple nature de la série:

> (2n)!
(a) ; n'n!
_ (2n)! . @n+2)
D= Tl T G Dl + 1!
ap+1|  nln!(2n + 2)(2n + 1)(2n)!
a, | =+ D(n + D2n)!

2n +2)2n + 1) 4n + 2
= = —>

n+Dn+1)  n+1 4

Comme p = 4 > 1 alors la série diverge.




- 4"n'n!
(b) 21 (2n)!

a, = 4'n'n!/(2n)!,

4 m + Din + 1! - (2n)!
 (2n + 2)2n + DH(2n)!  4"n'n!

Ayt
day

A+ D+ 1) 2n+ 1)
T+ )2n+ 1) 2m+1

Ainsi on ne peut rien conclure. Il faut donc chercher un autre moyen pour trancher la question.

Onremarque que a,.1 > an > --- > a; = 2 et parsuite la série diverge.




Soit la série a termes positifs Y _a,. On suppose que:

lim Va, = p.

n—00
Alors: la série convergesip < 1
la série diverge si p > 1

pas de conclusionsi p = 1




Exemple nature des séries:

[ 2 [ n 8.8 i
OILENO (c)E( : )

2
oo 2 2 n/ 2 ( ¥ H) 5
n
(a) El', gn converges Carl " ;ﬂ = = |
H:

0 ~n n
(b) E 2—3 diverge: car 2 -2 2
n=1HMn n

- R dF 1\
(¢) ;(14_”) converges car \/(1+”) —l+n%[}=~il,




Séries Altérnées

oo

Une suite alternée de la forme E(—l)"“un =uU — U+ uy —ug +---
n=|

converge si elle vérifie:

l.u, >0
2. (un) est décroissante
3. Uy — 0




(="

E:{ample Study the nature of Z

Inn
n=>2
Let u,, = —— we have:
Inn

@ u, >0foralln=>2

1 1/ 1 .

— | =——F— =— 5— < 0 for z > 1 then
Inz In” x rin™ x

® (u,) is decreasing.

e Ilimu,=20
T— 0

(=1)"

Inn

Then by Leibniz theorem Z

n=2

is convergent.




Remark

If p is a positive constant, the sequence {1/n”} is a decreasing sequence

with limit zero. Therefore

(="

The Riemann alternating series E >
n

n=1

is convergent if p > 0

and divergent if p < 0




Absolute Convergence

A series > a, converges absolutely (is absolutely convergent)

if the corresponding series of absolute values, >|a,|, converges.

o0 [
If E|an| converges, then zan converges.
n=1 n=1

A series that converges but does not converge absolutely

1s semi-convergent




Example

E sm " which contains both positive and nega-

nn

tive terms, the corresponding series of absolute values is z

n=1 Hz

which converges by comparison with 3,- (1/n%) because |sinn| = 1 for every n.
The original series converges absolutely; therefore it converges.

Example

(_1 }ﬂ * *
E 15 semil-convergent:

Jn

n=1

—1)"
Z (=1 is a Riemann alternating series with p = 1/2 > 0.it converges.

—~ Vn

n=1

|-

-

n=1

Z —— is a Riemann series with p =1/2 < 1. it diverges.




SERIES ENTIERES

Une série entiére autour de X € R est une somme de la forme D an(X — Xo)". Enposant X = X — X

n>0

on pet parler des séries entiéres autour de 0, 3 a,X" pour déduire des résultats sur les séries

n>0

entiéres autour de X

Pour chaque valeur de x, la série ) a,x" est une série numérique, on se demande si elle est convergente ou divergente.

n=0

L’ensemble des x tel que Y a,x" est convergente est dit domaine de convergence D de la série.

n>0

La limite va dépendre de X, ainsi lorsgu’une série entiere est convergente, elle représente une fonction de x

définie sur D.




Posons fy(x) = ;:I_n et appliquons le critere de D’Alembert ;
lim fml

H—so0 f" ﬂl—m|H+1

= 0. La série entiére est absolument convergente pour tout x € IR ;

Posons fu(x) = : ona: l f?E[? Hlinm‘[;ﬁ)zx = |x|.

Silx] < 1, la série est absolument -::-:-nvergente et si x| > 1 la série diverge.

Etudions le cas ot |x| =

¥ o
on a |fﬂ{x]| =T La série Z ::12 est alors absolument convergente dans [-1,1]; et alors
=il




Exemple 3 : Z nlx",

=il

Jan1(x)

Cette série ne converge que si x = 0 car lim

six =0:dot: A =1{0}.

= lim |(n+ 1)x] et la limite n’existe que

o | fu(x) A—*ca

Posons fy(x) = ~ ona lim fra(x)

_ n
n n—sea | fu(x) =am, (n+1)x

convergente et si |x| > 1 la série diverge.

= |x]. 5i |x] < 1, la série est absolument

Etudions le cas ot EI =1.

1
x = 1:c’est la série harmonique (Z E]’ elle est divergente.

(-1)"

” ], elle est convergente.

x = =1: c'est la série harmonique alternée (Z




Rayon de convergence d'une série entiére

Théoréme :
Soit (Z anx"] une série entiére; alors il existe un unigue nombre réel R > 0
(éventuellement infini) tel gue :

1. (Z a,,x"} converge absolument dans | — R, K[.
2. (Z a,,x") diverge si |x| > R.

Remarque : Le rayon de convergence dune série (Z ﬂn:c”) est caractérisé par :

1. x| <R= (Z .'I,Ix":] est absolument convergente.
2. |x|>R=> (Z a,x") diverge.
3. |x| = R est le cas douteux ol on ne peut rien dire sur la nature de la série.

4. Pour tout r € R* tel que r < R, la série (Z uﬂxﬁ} est normalement (donc absolument)
convergente pour |x| <r.

Lemme. [ (Lemme d'"Hadamard)
Soit (Z a,,r") une série entiere. Le rayon de convergence R est donné par la relation :

= Jim, Y

Ap

iy




Exemple

Onaa, = %, utilisons le critére de D’ Alembert :

(VPO |
iy

lim

H—a

= 0, donc le rayon de convergence est R = oo,

= (n+ 1}T| H—Hﬂ‘ﬂ +1

La série est absolument convergente pour tout x € R.

S| n

fdy n+1
absolument convergente pour tout [x] < 1 et divergente si [x] > 1.

On alim

e T en]

= lim

B Tun]

= 1. Le rayon de convergence est R = 1. La série est




Série dérivee et Série primitive:
Propositior
Soit (Z a,.,x"] une série entiere de rayon de convergence R, et soit
f :]1 = R, R[+— R la fonction définie par f(x) = Z apx". Alors f est dérivable et on a
n=l)
fx) = Z Nty x™ .

=1

Corollaire
Soit la série f(x) = Z anx" de rayon de convergence R ; f est indéfiniment dérivable
n=i
(feC®(]—R,R[));etl'ona:

= fln)
vxel-RR, fx) =) %Lx"_
n=i :

(=]

X
Remarque Dans le cas réel, si f(x) = E a,x", aveca, € Retx €] — R, R|, I f(hdt =
n=0 ~0

. n — . n iy — . fn +1 _ . An1_n _
f[;ant]dt—éﬂnj:tm_zn+lf —Z » x" pour tout x €] - R, R[.

n=l =1




Séries de Taylor

Probléme

Soit f une fonction réelle a variable réelle x. Peut-on trouver une suite réelle (ay), et r > 0

Lo u)

tels que l'on ait f(x) = Z anx" pourx €] —r,r[?

=
5i ce probléme admet une solution, on dit que f est développable en série entiére au voisinage
de 0.
Proposition

Soit f :] —r,r[— R une application de classe C™ dans un voisinage de 0. On
suppose qu'il existe M = 0 tel que pour tout n € N , et pour tout x €] —r,r,

@ g(n)()
| ﬂ"*(x][ < M. Alors la série Z f n:[ }1" est simplement convergente dans | —r, r[ et on
n=il ’

a f(x) = i frﬂ}(mx" Vxe]l—rr|

!
prar n:




Table of commun Taylor series for x 0=0

Function Series Luitial Terms Converges for
11': g[i):" l+z+z+28 428+ -l<r<l
¢ o 14z+ BT Al
: _"E +E+E+T+E+" All @
K] . I[_]' }” Il JIH "rll 'FT
sin(z) Z_:'] ] z- o + T + All z
= 1) 2 7 D
08| T " ] = o= = - s All =
cosfe) 2::" @n)!” TR '
* Tl ; 3 7
an=1{, (-1) In+l _‘T_i ¥ _F “1<r<1
tan~" (x) nzz:ngﬂ_l_l.r -3 + FT T + r<
K {_l]:ll 1 J.E ..'IT'! J_J
In(1 ' i — ——t ——— -l<r<l
n(l+ ) qz_:” 1 T- + T + r<
_ — [k kk=1) , k(k=1)k-2) .
(1+z)* Z( ):r:" 1+ kx+ ( J.1rj+ [ _JI' ]:r:‘i+ -l<re<l
n

2 3!




Exemple

Donner le développement en série entiere de I X > autour de 0
+ X
1 -
n 2, .4, 4
r) = = rr=14+z+2"+a2"+2"+ - x| < 1
f@)=15=2. 1
n=>0
En remplacant x par —x? :
T e d] a4l faTe]
Cogr =22 (2 =) a(a®) =) ()t a2t e

n=>0 ri=i =10

sachant que [x?|< 1 < |x|< 1




